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DOWODY RÓŻNYCH PODAŃ Z TRY- 
GONOMETRYI PŁASKIEY I GEOME- 
TRYI ELEMENTARNEY. 


Niech będzie iakikolwiek  tróykat prosto- 
krćślny ABC [Fig. 1.] ; ieżeli przedłużywszy 
bok AB, podzielimy tak kąt BAC na dwie 
części równe liniia AS, iako tóż kąt zewnę- 
trzny CBD na dwie części równe liniią BS, 
i liniie AS, BS, przedłużymy aż do przecię- 
cia się w punkcie S, a zpunktu S do bcku 


[a2] 


http://rcin.org.pl 


4 amsar 


BC, i do dwóch innych boków przedłużo= 
nych AB, AC, spuścimy prostopadłe SE , SD, 
SF, te trzy prostopadłe SD, SE, SF, będą 
między sobą równe. 

Jakoż w tróykatach SDB, SEB, katy 
przy D i E są równe iako proste; kat 
DBS=SBE z wykrćślenia, i bok SB iest spól- 
ny; a dla tego tróykat SDB przystanie do 
tróykąta SBE, w szczególności zaś bok SE—=SD. 
Dla tey samey przyczyny tróykąt SDA przy- 
stanie do tróykąta SFA, a w szczególności 
bok SF=SD. Więc wszystkie trzy prosto- 
padłe SD, SE, SF, są pomiędzy sobą rò- 
wne. 

Z tego dowodzenia okaznie się oraz, Że ' 
BD=BE,a DA=AF. Powiadam nadto, że 
EC=CF, i ieśli poprowadzimy liniią CS, ta 
podzieli kąt zewnętrzny BCF na dwie części 
równe. W dwóch bowiem tróykaątach SEC, 
SCF, kąty przy E iF są proste, bok SE=SF", 
i bok SCG iest spólny; a dla tego tróykąt 
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SEC, przystanie do tróykąta SFC , w szcze- 
gólności zaś EC=CF , i kąt SCE=SCF. 
Ponieważ prostopadłe SD, SE, SF, są 
pomiędzy sobą równe; więc ieżeli z punktu 
S, iako ze środka, promieniem równym któ- 
reykolwiek z prostopadłych dopiero wspo- 
mnionych nakrćślimy koło, okrag iego przey- 
dzie przez punkta D, E, F, i bok BC w pun- 
kcie E, a przedłużenia dwóch innych boków 
tróykąta w punktach D iF, będą stycznemi tego 
koła: tak wykrćślone koło nazwiemy dla skróce= 
niakołem przy pisanem do tróykąta ABC w ką- 
cie BAC=4. Zmwobiwszy tosamo wykrćślenie 
w dwóch pozostałych katach tróykąta ABC; 
albo co na to samo wypada: przedłużywszy 
liniie SC, SB, aż do przecięcia się w pun- 
ktach S, S", zliniią prostą poprowadzoną 
przez punkt A, prostopadle do linii SA, pun- 
kta S, S", będą środkami, a prostopadłe 
spuszczone z tych punktów na boki tróykata, 
iako to S'F', S'D", będą promieniami kół 
[b] 
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przypisanych do tróykąta w kątach ABC=8, 
ACB=C. Jakoż przedłużywszy bok BC do 
punktu E", kąty SBC, S'BE', będą równe 
iako w wierzchołku przeciwległe, i dla tey 
samey przyczyny kąt DBS=S'BA; a ponie- 
waż kąt DBS=SBC , więc i kąt S'BE'—S'BA. 
Przedłażywszy bok BC do punkta E', oka- 
żemy tym samym sposobem, że liniia ŚC 
przedłużona dzieli kąt ĄCE’ na dwie części 
równe. Poprowadźmy teraz linija Bs która- 
by dzieliła kąt ABC na dwie połowy: po- 
nieważ kąt SBC=ABS", iako połowy kątów 
w wierzchołku przeciwległych CBD, ABE", 
i znowu kąt CBs=sBA; będzie summa ką- 
tó v SFC, CBs, równa summie kątów S'BA, 
ABs; to iest: kąt SBs=sBS", a tem samém li- 
niia Bs iest prostopadła do linii SS”, Dla tey sa- 
mey przyczyny dwie liniie dzielące dwa ką- 
ty zewnętrzne tróykąta ABC przy punkcie A na 
dwie połowy , są na iedney linii prostey, i któ- 


ra iest prostadłą do linii AS dzielącey kąt 
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wewnętrzny BAC na dwie części równe. 

To założywszy, niech będzie tróykąt 
iakikolwiek ABC [ Fig.1.], i niech będą wy- 
króślone dwa koła, iedno wpisane w tróykąt, 
a drugie przypisane do tegoż tróykąta. Niech 
s będzie środek koła wpisanego, a d,e, f, 
niech będą punkta, w których się toż koło do- 
tyka boków tróykąta: koła przypisanego śro- 
dek niech będzie S, a punkta w których się 
toż koło dotyka boku BC i przedłużonych 
dwóch innych boków tróykąta, niech będą 
E,D,F 

Powiadam 16d, że liniia AD iest połową 
obwodu tróykata ABC; liniie zaś BD, Bad, 
Ad, są różnicami, pierwsza między połową 
obwodu a bokiem AB, druga między połową 
obwodu a bokiem AC, trzecia między tąż samą 
połową obwodu a bokiem BC: czyli połowę ob- 
wodu tróykąta oznaczywszy przez p, bok zaś BC 
przez a,bok AC przez b, bok AB przez c będzie: 
(1) AD=p, BD=p-c, Bd=p-b, Ad=p-a. 
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Ponieważ bowiem liniia BD=BE, a CF—CE, 
będzie summa liniy BD ,CF, równa linii BC , 
a ieśli przydamy liniie AB, AC, będzie sum- 
ma liniy AD, AF, równa summie liniy BC, 
CA, AB, to iest równa obwodowi tróykąta ; 
aże liniie AD, AF, są pomiędzy sobą równe ; 
więc każda z liniy AF, AD, iest połową ob- 
du tróykąta. Liniia BD równa się różnicy 
między AD i AB, to iest różnicy między po- 
łową obwodu a bokiem AB. Ponieważ zno- 
wu liniia Ad=Af, Bd=Be, Ce=Cf, będzie 
2 Bal +2Af+2(£ liniia Bd, wraz zbokiem AC, równa poło- 
zółwy) ritem wie obwodu tróykąta, to iestlinii AF; a od- 
Bd+d ja iąawszy spólną liniią AC, będzie pozostała li- 
~ 84 +4- >okwohiia Bd, równa linii pozostałey CF', to iest: 
liniia Bd będzie równa różnicy między poło- 
wą obwodu tróykąta a bokiem AC.  Liniia 
nakoniec CE=CF, że zas CF=Bd, więc i 
Bd=CE; aże i BD=BE, zatćm liniia Dd=BC, 
a dla tego liniia Ad iest różnicą pomiędzy 


liniią AD, a bokiem BC, to iest pomiędzy 
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połową obwodu tróykąta a bokiem BC. 
2re Powiadam , że 

(2) BDxBd = sdxSD; 
czyli, że w każdym tróykącie prostokat z ró- 
Żnic między połową obwodu a dwoma bo- 
kami tróykąta, równy iest prostokątowi z pro- 
mienia koła przypisanego do tróykąta w ką- 
cie zawartym temi bokami, i z promienia ko- 
ła w pisanego w tróykat. 

Jakoż poprowadźmy liniie proste Bs, 
BS. Kąt ABC, wraz zkątem CBD, czyni 
dwa kąty proste; a zatóm połowa kąta ABC, 
wraz z połową kąta CBD, czyni ieden kąt 
prosty , to iest: kąt dBs, wraz z kątem SBD, 
czyni kąt prosty; aże i kąt DSB wraz z ką- 
tem SBD czyni także kąt prosty; więc kąt 
DSB iest równy kątowi d3s, a dla tego tróy— 
kąty Bsd, SBD, które maią kąty przy diD 
proste, są równokątne. Będzie zatém 
sd : BD=Bd : SD „a następnie BDxBd=sdxSD. 


Sie Powiadam, że 
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(3) AsxAS==ABXAC; 
to iest: że w każdym tróykacie prostokąt z 
dwóch którychkolwiek boków, równy iest 
prostokątowi z odległości wierzchołka kąta te- 
mi bokami zawartego, od środka koła wpisa- 
nego w tróykąt, i od środka koła przypisane- 
go do tróykąta w tymże samym kącie. 

Poprowadźmy bowiem liniie SC, Cs. Czwo= 
rokąt BSCs, którego dwa kąty przeciwne 
SBs, SCs, sa proste, może bydź wpisany w 
koło z średnicy Ss; kąty więc CSs, CBs, są 
równe, iako będące wtym samym odcinku 
koła; że zaś kąt CBs, równy iest kątowi 
ABs, przeto i kąt ABs, iest równy kątowi 
ASC; a ponieważ i kąt SAC iest równy ką- 
towi sAB; zatćm tróykąty SCA, BsA, są ró- 
wnokątne, a dla tego będzie AS:AB =AC:As, 
skąd wypada ASXAs=ABxAC. . 

4te. Oznaczywszy promień tablic przez R, 
będzie 
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As: Ad=R: dos;4, 
AS: AD=R: dosz4, 
z czego wypada 
AsxAS: ADXĄd=R*:dos*;.4; 
okazało się zaś, że 
AsxAS=ABxAC; . 
ABxAC : ADxAd=R*:dos*5ż4, 


albo, co na to samo wypada, 


więc 


dos*;4 _ p(p-a) 
R bc 


To iest: w każdym tróykącie ma się kwadrat 
z dostawy połowy któregokolwiek kąta do 
kwadratu z promienia, iak prostokąt z poło- 
wy obwodu tróykąta i z różnicy teyże po- 
łowy obwodu od boku kątowi przeciwległego, 
do prostokątą z dwóch boków tenże kąt za- 
wieraiących. 
Ste, As:sd=R:wstż4, . 

AS :SD=R: wstz4; 
zaczćm  AsxAS'sdxSD=R*: wst*34, 
a następnie maiac wzgląd na równania (2) 


i (5) bedzie 
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"ABxAC ; BJxBD=R*; wst*14, 
czyli 
Aa wst _ (p-(p-o) 
R> be 
To iest: w każdym tróykącie kwadrat ze 
wstawy połowy któregokolwiek kąta tak się 
ma do kwadratu z promienia, iak prostokąt 
z różnie między połową obwodu a dwoma bo- 
kami tenże kąt zawieraiącemi, do prostoką- 
ta z tychże samych dwóch boków tróykąta. 
Gte. Ad :sd=R:styz4, 
AD : SD=R:styi4; 
skąd wypada 
AdxAD : sdxSD=R* : sty*:4, 
albo maiąc wzgląd na równanie (2) 
AdxAD : BDXBd=R*: sty*ż4 
czyli 
(6) í sty”z.4 2 (p-BY(p-e) 
R? . plp-a) 
Więc w każdym tróykącie kwadrat z sty- 
czney połowy któregokolwiek kąta tak się ma 
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do kwadratu z promienia, iak prostokąt z rò- 
Żnic pomiędzy połową obwodu a dwoma bo- 
kami tróykąta ten kąt zawieraiącemi, do pro- 
stokąta z połowy obwodu, i z różnicy tey- 


że połowy obwodu od boku temuż kątowi 


przeciwległego. 
7 me, AD: DS=R: styz4, 
DS:BD=£:styzB; 
więc 
AD:BD=fR* :styzfstyzB, 
(7) p:p-co=R*:styzdstyzB. 


To iest: w każdym tróykącie połowa obwo+ 
du tak się ma do różnicy między tąż poło- 
wą obwodu a którymkolwiek bokiem tróyką- 
ta, iak kwadrat z promienia do prostokąta 
ze stycznych połówek dwóch kątów temuż 
bokowi przyległych. 
Z tego twierdzenia wypada 
(8) styzAsty;B+styz sty; C+rstyzBstygC=R*, 
a dzieląc obie strony przez styz.4styzBstyzć , 
[e] 
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i uważaiąc że ——— =  dotz.4, będzie 
.. styq A 


(9)72*(dot;.4+dotzBrdot;C)=dot; ddot; BdotiC. 
Wzory (8) i (9) moga się także wyprowa- 
dzić z równań wiadomych 
dot.4dotB+-dotAdotC+dotBdotC=R*, 
R*(styf+sty B+styC)==sty Asty BstyC, 
kładąc zamiast katów 4, B, C, następniące: 
go'-z44, go'-4B, go'-3C. 
8me. ` Ad:sd=dot;4:R, 
Bd:sd=dot;B.R, 
Ce:seEdolżC: R; 
że zaś Ce=BD, se=sd; więc 
Ad Bd BD Ad Bd}Ce 


pae ma w a m T 


dott A dot BB dot;X _ dotz//dot4B--dot;C 
sd Ke d 
s 'To iest: oznaczywszy promien koła wpi- 


sanego przez r, będzie 
p-a p-b p-e 


(10) 
Epei doB doe 
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P p ; 
fon S E ! Ast r„Bst (GH 
dotę4+dot;B+doty pe 730 0% 003 


r 

"R 
Z ròwnan (10) okaznie się, że w każdym 
tróykącie dostyczne połówek katów są pro- 
porcyonalne różnicom między połową obwo- 
du a bokami przeciwnemi tróykąta. 'Twier- 
dzenie to, pod inna tylko postacia, wypada 
także z proporcyi (7) iiey podobnych ; a tak 
twierdzenie o którćm teraz mówimy, iako 
i proporcya (7), moga się wyciągnąć z równa- 

nia (6) i iemu podobnych. 

Mnożąc równania (10) przez p, i uwa- 
żaiąc Że pr=a powierzchni tróykąta ABC, któ- 
rą oznaczymy dla skrócenia przez A, wy- 


padnie 


(11) Aspi- 3, =pfp-b EE. 


styzC 
=p(p-c) - A: Pay! * AstyzBstyzC 


[02] 


y 
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p'styzealsty'B 


Sz— — 


Bsty A+B `; 
styz- 
Wyrażenie A aaae otrzymuie się tak- 


že, uwažżaiac, że 
R:styzf=Ad:sd=AdxAD:sdxAD=AdxAD:Ą. 
Można téż otrzymać ieszcze inne wyrażenie 
powierzchni tróykąta, uważaiąc, iż 
Rydotz4=SD:AD=SDxsd:ADxsd=BDXBd:A, 
z czego wypada 
dot 4 
RES 
gte. Ad:AD=sd:SD , 

AD:sd=AD:sd; 


(12) A=(p-b)(p-c) 


więc 
ADxAd: ADxsd=ADxsd :sdxSD: 
lecz ADxsd=A , sdxSD==BDXBd; 
przeto i ADxAd: A = A:BdxBD, 
to iest: 
pp-a): A- A:G-Myp-c), 
skad wypada 
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(13) A=y [pp-aXp-b(p-e) |. 
Powierzchnia zatóm tróykata iest średnia geo- 
metrycznie proporcyonalna między dwoma 
prostokątami, z którychby ieden zrobiony był 
z połowy obwodu tróykąta i zróżnicy tey 
połowy od iednego boku, a drugi z różnie 
między tąż samą połową obwodu a dwoma 
pozostałemi bokami tróykąta. Albo: po- 
wierzchnia tróykąta równa iest pierwiastkowi 
kwadratowemu z iloczynu cztórech czynni- 
ków, zktórych pierwszy iest połową obwo- 
du tróykąta, trzy zaś pozostałe są różnicami 
między tąż samą połową obwodu, a każdym 
w szczególności bokiem tróykąta. 

10. Ponieważ wda ZE więc 
włożywszy zamiast wstz// i dos;/4 wartości 
wzięte z równań (4) i (5), będzie 


ƏR 9 
wstdm vIplp-Atp-B(p-o], 
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wstB= a vlpp-Ap-B(p-o)], 

(14) z, 

wstC= S '4 [p(p-aXp-B)p-e)] , 
a 


a następnie 


wst/ wst3 wstC 


15 = ma — 
( ) a b E4 
wst wst/3 wstC 
( 1 6) A =zbe —=ga€ —— ną =i A . 


I nawzaiem, ieżeli się opierać będziemy na 


równaniach (16) iako zkąd inąd wiadomych 


(dowodzą się bowiem wprost bardzo łatwym 


sposobem), na ten czas z równan (14) i (16) 


wypadnie od razu równanie (15). Możnaby 


też z któregokolwiek z dwóch równań (4) i 


(5) wyprowadzić wiadome wyrażenie dosta- 


wy kata w tróykącie przez trzy boki tegoż 


tróykata. 
11. AD:Ad=SD:sd—=SDxsd:sd*: 
aże SDXsd=BdxBD; więc 
AD:Ad=BdxBD:sd*, 
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to iest; 
p: p-a=(p-b)(p-c) : sd?. 
Podobnież * Ad:AD=sd : SD 
=sdxSD : SD? 
=BdxBD: SD, 
to iest; 
p-a: p=(p-d( p-c) : SD. 
Jeżeli zatém promień koła wpisanego w tróy- 
kąt ABC, oznaczymy podobnie iak wyżey 
przez r, promień zaś koła przypisanego. do 
tegoż tróykąta w kącie 4, oznaczymy przez 
Q, w kącie B przez Q', w kącie C przez o, 
będzie: 
ZACZ) 
B 
„_ plp-BXp-e) 
if; AKT 
„a p(p-a(p-e) 
PER "A 
g plp-o(p-b) 
p-e 


(17) 
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Qsznaczywszy ieszcze promień koła opisane- 
go na tróykacie ABC przez z, ponieważ, iak 
abc 
wiadomo, = (co się wreszcie poniżey a- 
każc), będzie 
zabo 
jk y lpfp-a)X(p-b;( p-c)] 
12. Ponieważ katy D'S'S', F'S'S', są po- 


(18) 


między sobą równe, gdyż każdy ztych ka- 
tów równy iest połowie kata BAC; i podo- 
bnież kąt SS'F':=S'SE, a kat ESS'=D'S'S;. 
wypada ztąd, że trzy promienie SE, S'F', 
S'D', przedłużone, przecinaią się w iednym 
i tymże samym punkcie O”, który iest środ- 
kiem koła opisanego na tróykącie SS'S", 

Z punktu S do boku BC ,przedłużone- 
go spuśćmy prostopadłą S'E. Linija BE ró- 
wna iest linii AD, bo każda z tych dwóch li- 
niy równa się połowie obwodu tróykąta 
ABC: aże i BE—=BD; więc BE'--BE=AD-BD, 
to iest: EE'=AB. To założywszy, opisz- 
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my tróykąt ABC kołem, i niech środkiem 
tego koła będzie punkt O: z punktu O spuść+ 
my do boku AB prostopadłą OC”, i złączmy 
OA. Kąt AOC równy iestkątowi ACB, gdyż 
każdy ztych dwóch kątów ma za miarę poło- 
wę łuku AB: że zaś w czworokącie CE'S'F", 
którego dwa kąty przy E' i F' są proste, kąt 
F'S'E' = 180—F'CE = ACB; więc kąt 
F'S'E'=AOQC.. Jeżeli zatóm z punktu O! spu- 
ścimy do promienia S'E' prostopadłą O'I, 
tróykąt O'IS' będzie podobny tróykątowi 
AC'O, adla tego będzie O'S':;AO=O'LAC': 
ponieważ zaś O' [=EE'=AB, AC=3AB, a 
następnie O'I=2AC'; więc 
(19) OS'=O'S'=0'S=20A=2OB--20C. 
To iest: promień koła któregoby okrąg prze- 
chodził przez Środki trzech kót przypisanych 
do tróykąta, iest dwa razy większy od pro- 
mienia koła opisanego na tymże tróykącie. 
Przedłużmy promień ds ku wierzchołko= 
wi kąta ACB gdziekolwiek do punktu ». Kąt 
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sS' E'=go*—-E'BS', a kąt S'sx=Bsd=g0*-dBs, 
to iest: każdy z kątów sS'E', S'sx, równa się 
90°-4B.  Opisawszy na tróykącie sSS' koło» 
iśrodek n tego koła zpunktami s, S', złą” 
czywszy promieniami ns, nS', będzie kąt 
sS'n+ kąt S'sn=1807-snS'=180—2sS8 = 
180%-25BC=180'-B; a następnie, dla ró- 
wności kątów S'sm, sS'», każdy z nich bẹ- 
dzie równy 90°-ł48. Ztaąd wypływa, że kąt 
sS'E'=sS'n „ikątS'sx=S'sn; a następnie pro- 
mienie $'E'i$'» są na iedney linii prostey, i li- 
niia sx z promieniem sz iest także naiedney li- 
nii prostey. Jeżeli ieszcze poprowadzimy pro- 
mien zS , będzie kąt sSn=nsS : aże kąt nsS=Asd 
—ASD=sSF; więci kątsSn=sSF, adla tego li- 
niie Si SF są na iedney linii prostey. Więctrzy 
promienie S'E',ds iSF, przedłużone, przecinaią 
się w punkcien, który iestśredkiem koła opisa- 
nego natróykącie S $s. Dla tey samey przyczy- 
ny promień es przedłużony, prostopadła spu- 
szczona z punkta S' do boku BA, i prostopadła 
spuszczona z punktu S" do boku CA, przecinaią 
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się w środku / koła opisanego na tróykącie 
PRICJO Podobnież promienie fs, $D,i prostopa-- 
dła spuszczona z punktu S" do boku CB, gdy 
będą dostatecznie przedłużone, przetną się w 
iednym i tym samym punkcie 72, który iest 
środkiem koła opisanego na tróykącie s$ S". 
W tróykątach SS'z, SS'O', bok SS'iest 
spólny , i kąty temu bokowi przyległe są ró- 
wne; dla czego tróykąt SS'x przystanie do 
tróykąta $S'O', aw szczególności bok nS=O'S. 
Okazało się zaś, że O'$=20Ą, więc nS 
=20A, to iest: promień koła opisanego na 
tróykącie $'$s równa się średnicy koła opi- 
sanego na tróykącie ABC. T'a sama własność 
rozciąga się oczywiście do promieni kół o= 
pisanych na tróykątach sS$'$" isSS'. 

Więc ieżeli przez środki trzech których- 
kolwiek kół takich, iżby każde było styczne 
do wszystkich bokow tróykąta, poprowadzi- 
my okrąg koła, promień tego koła będzie 


zawsze dwa razy większy od promienia koła 
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opisanego na tym samym tróykącie, 

15. Powierzchnia czworokąta O'AS'B 
s=ABx30'8"; pow:  czworokąta O'BS© 
==BCx;0'8; pow: tróykąta AS'O'=AF'x30'S'; 
pow: tróykąta S'O'C=F'Cx;0'S': aże tróykat 
SS'S'=0'A5'B+0'BSC+AO'S'+S'O'C; więc 
powierzchnia  tróykąta  SS'S'==ABx;0'S" 
+BCx;0'S 4. (AF' +F'C)30'S' = (AB4+ BC 
+AO)yx30'S.  Oznaczywszy dla skrócenia po- 
wierzchnią tróykąta SS'S"-przez A', i zwa- 
żaiąc że 40'S=z, będzie 
(20) A'=(a+b+c)z. 

To iest: powierzchnia tróykąta SS'S"” równa 
iest prostokątowi z obwodu tróykąta ABC, 
przez promień koła na tymże tróykącie ABC 
opisanego. 

Ponieważ A—=:(a+b+c)r; więc maiąc 
wzgląd na równanie (20), będzie 
(21) A'A=sz:r. 

Uważając znowu, że abc==4 Az,i podobnież 
S'SxSS'xS'8':x4 AXO'S==4Ą %2z, otrzymamy 
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r abe 1 to" r LŚ 
A=—;24A':A=S'S'x8'Sx8S8 :abc. 
2r 
Nakoniec, ponieważ tróykąt sS'S':4' 
=As:A$, a AsrAS=sd;$D; będzie tóż 
S$ S':A =r. g.  Więckładac zamiast A' war- 


tość poprzedzaiątą , otrzymamy 


A abc abc D 
sS Di , s$'S=—, sSS sra 
29 2g 2 


14. Ze środka O koła opisanego na tróy- 
kacie ABC spuśćmy do boku BC prostopadłą 
OA', którą przedłużmy aż do przecięcia się 
z okręgiem tegoż koła w punkcie Z. Pro- 
mień OZ, prostopadły do cięciwy BC, dzie- 
li łuk BZC na dwie połowy: aże i liniia AS, 
dzieląca kat BAC na dwie części równe, 
dzieli także łuk BZC na dwie połowy; więc 
Jiniia AS przechodzi przez punkt Z. Jeżeli 
zatćm poprowadzimy liniia prostą BZ, a z 
punktu s do promienia SD spuścimy prosto- 
padła sT, kat ABC będzie równy katowi 
ZAC, gdyż każdy ztych dwóch katów ma 
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za miarę połowę łuku ZC ¿ a kat SST będzie 
równy kątowi ZAB, iako iednostronne odpo- 
wiadaiące: aże katy ZAB, ZAC, są między 
sobą równe; więc i kąt ZBC=SsT. Ztąd 
wypada, że tróykąt SsT iest podobny tróy- 
kątowi ZBA', w szczególności zaś Ss:BZ=sT': 
BA': aże sT==dD=BC=2BA'; więc Ss=2BZ. 
W tróykacie ZBs, kąty ZBs, ZsB, są równe, 
gdyż każdy z nich iest =z(.4+B); zkąd wy- 
pada BZ=Zs. Ponieważ zaś Ss=2BZ, bę- 
dzie tćż Ss=27s: lecz i SO'=2Z0O, i nadto 
kąt ssSO'=sZO; więc tróykąt sSO' iest podo- 
bny tróykątowi sZO, a w szczególności O's 
=20s, i kąt SsO' =ZsO. To iest: środek s 
koła wpisanego w tróykąt, i środek O' koła 
któregoby okrąg przechodził przez środki 
trzech kół przypisanych do tego tróykata, 
są w równey odległości od środka O koła o- 
oisanego na tymże tróykącie; ite trzy środ- 
di s, Oi O' są naiedney linii prostey. 


Poprowadźmy liniie proste On, OS”. 
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W tróykątach Ons, OS'O', bok ns=O'S", 
s0=00'; nadto kąt nsO=00'S, liniie bo- 
wiem ns i O'S" są równo odległe, a punkta 
s, OiO'sawiedney linii prostey. Więc 
tróykąt Ons przystanie do tróykata OS'O', 
a w szczególności kąt nOs=0'OS". Z ró- 
wności kątow »Os i O'OS", i ztey własno- 
ści: że trzy punkta s, O i O', są na iedney 
linii prostey, wypada: Że trzy środki n, O 
i S" są także na iedney linii prostey. Z przy- 
stawania tróykątów Ons, OS'O', wypada 
nadto, że On=OS'. Dla tey samey przy- 
czyny środki S, O i Zsa naiedney linii pro- 
stey, i SO=O/. Podobnież środki S$, O 
i m są także na iedney linii prostey, i S'O 
=Om. 

Z poprzedzaiących uwag wypada ogól- 
nie: że 10d środek koła któregoby okrag prze- 
*hodził przez środki trzech którychkolwiek 
„ół takich, iżby każde było styczne do 


wszystkich boków iednegoż tróykąta; 2re 
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środek koła stycznego czwartego ;i 5cie Śro- 
dek koła opisanego na tym samym tróyką- 
cie; są zawsze na iedney linii prostey, i dwa 
pierwsze środki są zawsze w równey odle- 
głości od środka trzeciego. 
15. Z równań (17)i (18) wypada 
r_ (p-a(p-b(p-e) 
(ME RR "GOL D 


z „abc 

©_P(P-Bqp-0) 

z zabe | 
czyli 
Anis (p-b)\(p-c) (p-a)(p-c) (p-a)(p-b) 
=V |. be BE, i ab | 


, 


tay [Pra PP PE) 
z be ac ab 

a zatćm maiąc wzgląd na równania (4) i (5), 
będzie 


r 4 
(22) z =; wstfwstzBwstiC, 


4 
£ —wstz4ddos;Bdos4C 
z 3 
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dk 
e Gos a S A yi ż 


zZ 
N PENEI TEE RA Ć; 
ER A> ty 


Wyrażenia po drugiey stronie równań (22) 
mogą się przerobić na inne. Jakoż ozna- 
czywszy przez u, v, dwa kąty iakiekolwiek, 


memy , iak wiadomo, 
2 
sa loendis doau 0 PORA ; 


zczego wypływa, że ieżeli oznaczymy przez 


w trzeci kąt iakikolwiek, będzie 
+ 
(25) Fo wk 0 sód dj 


dos(e4w-u)+dos(u+w-v)+ dosfu+v-w)ydos(utr+w). 
Jeżeli w równaniu dopiero napisanćm poło- 
żymy 
u=go0*-14, v=90*-IB, w=90°-10, 
i będziemy uważali, iż 
4+B+C=1809, 


wypadnie 
[a] 
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u+v+wæ 80., vtw-u=v+w+u-2u =A, 
u+w-v=B , u+v-w=C, 


a następnie 
4 
PA sty BwstyC=dos.4+dosB+dosC—R. 


Położywszy znowu wtóm samćm równa- 
niu (25) 
u=goA4, v=4B , w=1C, 
otrzymamy 
p+W-u=3(B+C+4)-90%=0, u=v+w; 
U-+W=PzeVW+W=VE2ELW=C , 
ut+tp-w=2v=B, uęytw==2u=2180-4, 


a następnie 


4 

m dd Bdos O R-dos 4+ dos B+doaC A 
ż i 

jAi BdosiC=Rtdos4-dosB+dosC A 


4 i 
zzdoskAdosą Bwst ;C(=Rados4+dosB-dosC. 


Wzory przeto (22) zamieniąsię w następujące: 
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r dos.4+dosB+dosC-R 


= 


—— 


z R ? 
e_R -dos.4+dosB+dos( 
pe R ? 
(24) 
e R+dos.4-dos B+dosC' 
z R 4 
p" _R+dos.4+dosB-dosC€ 
z R ; 


Z równań dopiero napisanych wypływa bez 
pośrednio 
err : 

czyli 
(25) +0 +9 =r+4z. 
To iest: summa promieni trzech kół przypi- 
sanych do tróykąta, równa iest summie z 
promienia koła w pisanego w tróykąt, i z czte— 
rech promieni koła opisanego na tymże tróy- 
kącie. 

16. Opiszmy teraz tróykąt ABC (Fig. 2.) 
kołem , ze środka O tegoż koła spuśćmy do 


[d2] 
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boków tróykata prostopadłe OA’, OB', OC, 
i poprowadźmy promienie OA, OB, OC. W 
tróykącie BOA', R:dosBOA =BO:A'O; że 
zaś kąt BOA'=BAC=4, BO=z; więc poło- 
Żywszy ieszcze dla skrócenia 


OA'=u, OB=B, OC=y, 


będzie 
z dos4 z dosB zdo:© 
r a RAE T A 


To założywszy, równania (24) zamienią się 
w następuiące: 
TFz=0+ 8 WA 
ia a 
g-z=a*y-B 
-z=utP-y. 
Zrównan dopiero napisanych wypadaią in- 
ne, iako to: 

p+r==2B+27,9 +r=20+27.9 +r=204-28; 
Ć p-r=2z-20, P-r=z2z-2Q, g'-r=2z-2y. 


(26) 


Na figurze 2. przypuściliśmy , Że wszy- 
stkie kąty 4, B, C, są ostre. Lecz gdyby 
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ieden kat tróykata ABC, naprzykład kąt B 
(Fig. 2. bisy był rozwarty, natenczas mieli- 
byśmy kąt AOQB'=180%-B, a dla tego byloby 


1 


zdos(180°-B;  -zdosB 


2 =— , to iest: 


zdosB 
OA ; 


Więc ieżeli ieden z katów tróykata ABC bę- 


dzie rozwarty, nalenczas w równaniach (26) 
i (27), tę z pomiędzy prostopadłych «, B, 
Y» ktòra iest spuszczona do boku przeciwne- 
go katowi rozwartemu, potrzeba wziąć ze 
znakiem przeciwnym, to iest: gdzie prosto- 
padła dopiero wspomniona ma przed sobą 
znak +, położyć znak —; a gdzie ma znak 
—, położyć znak +. 

17. Zwiazek wyrażony przez trzy ostatnie 
z pomiędzy równan (26), iako tóż związki 
(25), (27), nie wiem czyli były przez kogo 
uważane wyraźnie; lecz pierwszego z pomię- 


, + d . . . 
dzy równań (24), i pierwszego z pomiędzy 
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równań (26) dowodzi prostym sposobem `“ 
Carnot w dziele: Géométrie de posilion, str. 
167—16g. Przytoczymy tu naprzód do~ 
wodzenie pierwszego zpomiędzy cztćrech 
równań (26) podług wspomnionego dopiero 
autora, a potem okażemy, iak ztychże sa- 
mych fundamentów i trzy ostatnie pomiędzy 
równaniami (26) mogą bydź wyprowadzone. 
Zrobiwszy na figurze 2. to samo wykrć- 
ślenie iak wprzódy, złączmy punkta A', B', 
C', liniiami prostemi. Czworokat AB'OC' 
którego dwa kąty przeciwne przy B' i C’ są 
proste, może być wpisany w koło; i dla tey 
samey przyczyny każdy z czworokątów 
OA'BC', OA'CB', może być także wpisany w 
koło: że zaś w czworokacie mogacym się wpi- 
sać w koło, prostokat z przekątnich równy 
iest summie prostokatów zboków przeci- 
wnych czworokąta; więc uważaiąc koleyne 
trzy dopiero wspoimnione czworokąty, będzie 
C' B' XOA=AB'XOC'+AC xOB', 
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A'C' XOB=A'BxOC'+BC'xOA", 
A'B'xOC=A'CxOB'+B'CxOA'. 

Ponieważ punkta A', B', C', są na środkach 

boków tróykąta ABC , i dla tego 

B'C=;BC, A'B'=zAB, A'C=34C, 
przeto oznaczywszy dla skrócenia, podobnie 

iak wyżey , boki BC, AC, AB, przez a,b, 

e, a prostopadłe OA', OB', OC, przez œ, 8, 

y, promień zaś OA=OB=OC przez z, ró» 

wnania poprzedzaiące zamienią się na 

az==b+y 'B, 

(28) bzzzcy+cd,, 

cz=a8+Ła. 

Dodawszy wszystkie trzy równania dopiero 

napisane, otrzymamy 

z(a+b+c)=«(b40)+B(a+c)+y(a+b) 
=(4 +8 -y;(a+b +c)—(au +68 +cy): 

lecz au+b$+cy wyraża oczywiście dwa razy 

wziętą summę tróykątów BOC, AOC, AOB, 

to iest podwoioną powierzchnią tróykąta 


ABC; podwoiona zaś powierzchnia tróyką- 
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ta ABC, równa się prostokątowi z iego ob- 
wodu przez promień r koła wpisanego w 
ten tróykąt; więc 
z(a+b+c)=(u+B +y)(a+b+c)—=(a+b+c) r, 
a tém samém 
z+r=4+ß +y. 
Jeżeli teraz z pomiędzy równań (28) dodamy 
- drugie i trzecie, a odeymiemy pierwsze, wy- 
padnie 
z(b+c-ay=u(b+c)-Blc-a) y(b-a) 
=(« B-y)b+c-a)+aa+bB+cy: 
a ponieważ (i'ig. 1.) SD:sd:AD.A4, to iest 
Q:r=p:p-a=atb+c: bęc-a; 
zkąd wypada 
(a+b+c)r=(b+c-a)p, 
a następnie 
au +HB+cy =(a+b+c)r=zg(b+c-a); | 
więc 
z(b+c-a) =(u-B8-y)(b+c-a) | p(b+c-a), 
a tém samém 


z=u -B- TTE 
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p-z=B ry-. 
Tym samym sposobem dowiedlibyśmy trze- 
ciego i czwartego z pomiędzy równań (26). 
Równania (28) wyprowadzone są z u- 
wagi tróykąta którego wszystkie trzy katy 
są ostre. Lecz gdy ieden kat tróykąta ABC, 
daymy kąt ABC=B (Fig. 2. bis) będzie 
rozwarty, natenczas zrobiwszy ieszcze to sa- 
mo wykrćślenie iak w przypadku poprzedza- 
iącym, i uważaiąc podobnie iak przedtóm 
czworokąty OB'C'A, OA'BC, OB AC, 
wyciągniemy zamiast równań (28), następu- 
iące : 
ly=az+cĝ > 
dz=ay+C , 
buzaB+cz; 
czyli 
az=by-cB, 
bz=cy +cM , 
cz=bu-a]. 


Porówr ywsiąc te trzy ostatnie równania z 
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równaniami (28), widzimy, że gdy tróykąta 
ABC kąt ieden będzie rozwarty, natenczas 
w równaniach (28), a tém samém i w równa- 
niach (26) które ztamtych wypadaia, po- 
trzeba tę z pomiędzy prostopadłych a, B,y, 
która iest spuszczona do boku przeciwnego 
katowi rozwartemu, wziąć ze znakiem prze- 
ciwnym. 

18. Równania (27) moga być także wy- 
prowadzone wprost z figury 1. Jakoż w tra- 
pezie O'Ees, w którym liniia OA' iest ró- 
wnoodległa od dwóch boków se, O'E; i prze- 
chodzi przez środek boku eE, many 20A' 
s=se+-0'E, a przydawszy spólną liniią S'I, 
będzie 20A'+S'I=se+0'E+S' I=sex-S' E' : aże 
z podobieństwa tróykątów OAC', S'O'I, wy- 
pada S'I=20C'; zatém 20A' +20C'=se+S'E', 
to iest: 

(2709 +rr=20+2y,9'+r=2at+oB p+r=2B+2y. 
' Gdyby tróykąta ABC kąt Ç był rozwarty, 
natenczas kąt SO'S' który iest zawsze speł- 
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nieniem kąta C do dwóch kątów prostych 
byłby ostry; a dla tego prostopadła O'I, spu- 
szczona z punktu O' do promienia E'S', pa- 
dłaby na iego przedłużenie po drugicy stro= 
nie punktuS', i byłoby 20A =O'E+se=|IE '+se; 
20A'—IS'=se+1F. -IS =se+S'E', to iest: 
20A'-200'=se+S'H', czyli 24-27—=r4 g- 
Podobnież zamiast trzeciego z pomiędzy ró- 
wnan (27 ') otrzymalibyśmy w tym razie ró- 
wnanie następuiące: p+r=2f-2y. Więc ie- 
żeli tróykata ABC kąt iedg ieden iest roz- 
warty, natenczas prostopadła spuszczoną ze 
środka koła opisanego do boku przeciwnego 
katowi rozwartemu, potrzeba w równaniach 
(27') wziąć ze znakiem przeciwnym. 

Ponieważ się znowu okazało wyżey, że 
tróykaty ZBA, SsT, są podobne, i bok 
sT=2BA', będzie też bok ST=2A Z: aże 
ST=SD-DT=SD-sd, A'Z==OZ-0A'; więc 
SD-sd= 2(0Z-OA'), to iest: 


(27')p-r=2z-20,0-r=22-=B, $'-r=2z-2vy. 
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Gdyby kat A był rozwarty, natenczas śro- 
dek O koła opisanego na tróykącie ABC, 
znaydowalby się z drugiey strony boku BC 
między punktami A' i Z, i byloby A'Z 
=ZO+OA'; a dla tego zamiast pierwszego z 
pomiędzy równań (27') otrzymalibyśmy w 
tym przypadku równanie następuiące: Q-r 
=2z+2%¢. Więc ieżeli ieden z kątów tróy- 
kąta ABC będzie rozwarty, natenczas pro- 
stopadłą spuszczoną ze środka koła opisanego 
do boku przecivgjēgo katowi rozwartemu , po- 
trzeba w równaniach (27") wziąć ze znakiem 
przeciwnym. 

Dodaiąc i odeymuiąc równania (27 ')i 
(27'), otrzymamy równania (26), a nastę- 
pnie i związek (25), któryby także wprost 
z figury 1. wyprowadzić można. Z równań 
(27') i (27") lub (26) wypadaią ieszcze rò- 
wnania następujące 
(27p: Q=2z+ 2y,9 +P=22+20, Q'tQ=2z+28, 
które się także wyprowadzaią wprost z figu- 


« 
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ry 1, "uważając, iż SE+S'E=SO'+I$S' 
=24Ą0+20C'. 

19. Okażmy teraz , żę w każdym tróykacie 
prostokrćślnym , punkt w którym się przeci-- 
naia trzy prostopadłe spuszczone z wierzchoł- 
ków kątów na boki przeciwne tróykąta, iest 
od wierzchołka któregokolwiek kata w odle- 
głości dwa razy większey, niż odległość 
środka koła opisanego natróykącie od boku 
przeciwnego temuż katowi. Na ten koniec 
niech będzie tróykąt ABC (Fig. 5.), a na tym 
tróykącie opisane koło, którego środek niech 
będzie punkt O. Z wierzchołka A spuśćmy 
do boku BC prostopadłą AP, a zwierzchoł- 
ka B, do boku AC, prostopadłą BQ, którą 
przedłużmy aż do przecięcia się z okręgiem 
koła w punkcie Y; punkt zaś w którym się 
prostopadła AP przecina z prostopadłą BQ p 
niech będzie X. Z środka O spuśćmy da 
boku BC prostopadłą OA', a poprowadzi- 
wszy średnicę BE, złączmy punkta E i C 
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liniia prostą. Ponieważ kąt BCE iest pro- 
sty iako w półkolu, będzie tróykąt BCE po- 
dobny tróykątowi BA'O, a dla tego EC:OA' 
=BL:BO; że zaś BE=2BO, więc tćż EC 
=20A'. W dwóch tróykątach BCE, BAQ, 
kąty przy C iQ sa równe iako proste, kąt 
BEC=BAC=BAQ; więc i trzeci kąt EBC 
=ĄBY, a dla tego łuk EC równy iest łu- 
kowi AY, a następnie i cięciwa EC równa 
iest cięciwie AY. Ponieważ zaowu w dwóch 
tróykątach prostokątnych AXQ, APC, kąt 
ostry przy A iest spólny, będzie kąt AXQ 
=ACP, to iest kąt AXYFACB; aże i kąt 
AYB=ACB; więc kąt AYB=AXY, a dla 
tego w tróykącie AXY bok AX=AY: oka- 
zało się zaś, że AY==EC; więc téż AX=FC, 
a tém samém AX=20A'.  Dowiedlibyśmy 
tymże samym sposobem, że BX=20B', 
CX=20C', Wreszcie zamiast przedłużać 
promien BO aż do przecięcia się z okręgiem 


w punkcie E, można przez punkt A. popro- 
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wadzić średnicę koła, i drugi iey koniec złą- 
czyć z punktem Y liniia prostą; zczego się 
zrobi tróykąt prostokatny podobny tróykąto= 
wi BOA a z proporcyonalności boków tych 
dwóch tróykątów wypadnie AY=20A'. 
Uczyniwszy zatćm dla skrócenia 
AX=d, BX=d', CX=d', 

równania (26), (27) i (27'') zamienią sią w 
następuiące : 
2r4 2z=d+d' +d", 
29-2z=d'„d'-d, 
(29) i 2z=d+d"-d'; 

29 '2z=d+d'-d"; 
jonai! +d" „o tr=d+d", e "+r=d+d'; 
(50) p-r=2z-d,g '—r==2z-d, g- -r=2z-d"; 

939 =22+d,g +9=22+d,9,9 =2z+d'; 

-które mają mieysce, gdy „wszystkie trzy ką- 
ty tróykąta ABC są ostre; gdy zaś ieden z 
nich będzie rozwarty, natenczas w równa- 
niach dopiero napisanych, tę z pomiędzy li~ 
niy d, -d'y d', która łączy punkt X z wierzy 
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chołkiem kąta rozwartego, należy wziąć ze 
znakiem przeciwnym. 

Pierwszego z pomiędzy równań (29) do— 
wodzi Carnot w dziele powyżey przytoczo- 
ném. 

Nie opuszczaiac figury 5.uważmy ieszcze, 
Że wsiBEC:R=BC:BE; a ponieważ kat 
BEC=BAC; więc 
(51) wst BAC :R=BC:BE. 

To iest: w każdym tróykącie wstawa które 
gokolwiek zkątów tak się ma do promienia 
tablic, iak bok przeciwny temu kątowi do 
średnicy koła opisanego na tymże tróykącie. 

Uważmy także,iż w dwóch tróykątach podo- 
bnych BEC, BAQ, mamy BE: AB=BC.BQ; 
zkąd wypada BQxBE=BCxAB , a na- 
stępnie A CxBQxBE=BCxACxAB: lecz ie~ 
żeli powierzchnią tróykąta ABC oznaczy- 
my podobnie iak wyżey przez A, a pro- 
mień koła na tymże tróykącie opisanego przez 
z, będzie ACxBQ=24, BE=2z; więe 
4Az=BCxACxAB. 
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20. ŚSzukaymy odległości środków 
s, S, S', S", iednych od drugich, tudzież od- 
ległości tychże środków od punktów A, 
B, C (Fig. 1). 

Dla wynalezienia nasamprzod linii s$, 
uważmy, iż 

sT :sS=dosTsS: R; 

aże sT=Dd=BC=a, a kat Ts$S=DAS=14; 
więc będziemy mieli proporcyą 
(52) a:s$=dos;4: R, 
zktórey się wyciągnie wartość linii s$, gdy 
będzie dany bok BC, i kat przeciwny BAC. 

Można tćż łatwo wyznaczyć liniią sS, ma- 
iąc daną w tróykącie ABC różnicę dwóch 
boków AC i AB, tudzież różnicę dwóch ką- 
tów ABG i ACB przeciwnych tym bokom, 
Jakoż spuściwszy ze środka s do linii $ O' 
prostopadłą sK, będzie sS:sK=R:wstO '$s. 
Lecz ieżeli do boku CB przedłużonego spu- 
ścimy prostopadłą S'E', liniia CE" będzie 
równa linii AF, gdyż każda ztych dwóch 


[e] 
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liniy iest polową obwodu tróykąta ABC; 
więc ponieważ i liniie CE, CF są pomiędzy 
sobą równe, będzie CE'-CE=AF-CF, to 
jest E E=AC.  Uważaiąc teraz, że liniia 
E'e iest równa bokowi AB, dla tey samey 
przyczyny , dla którey i liniia Dd iest równa 
bokowi BC, będziemy mieli eE=E"E-E"e 
—AC-AB=b-e: lecz eE=sK ; więc sK=b-c. 
Nadto, ponieważ kąty s$B, sCB, są równe? 
iako będące wtym samym odcinku koła 
mogącego się opisać na czworokącie BSCs, 
będzie kąt O'Ss = O'SB-sSB = „8-30 
=i(8-0). Położywszy zatćm w proporcyi 
poprzedzaiącey zamiast linii sK i kąta O'$s, 
wartości dopiero wynalezione, otrzymamy 
(55), sS: b-c=R ; wst{ B-C). 

Ażeby otrzymać wyrażenie linii sS przez 
trzy boki tróykąta ABC ,uważmy, iż w tróy- 
kątach podobnych Ss'T, sAd i SAD 

s$:sT= As: Ad, 
s$:sTI=AS:AD; 
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z czego wypływa 
s8* :sT*=AsxAS : ADxAd: 
Że zaś sT=a, AsxAS=bc (równ. 5); więc 
SS*: a*==be: p(p-a). 
Proporcyą dopiero wyreżoną otrzymaliby- 
śmy także, kombinuiąc proporcyą (52) z rò- 
wnaniem (4). 

Ponieważ dla kątów prostych S'BS', 
S'CS', okrąg koła wykrćślonego na linii S'S" 
iako na średnicy, przechodzi przez punkta 
BiC, będzie na mocy twierdzenia (51), 
wsiBS'C: R=BC:S'S': że zaś kąt BS'C czy- 
li BS's iest równy kątowi BAs, są bowiem 
w tym samym odcinku koła mogącego się o- 
pisać na czworokącie AS'Bs; więc 
(54) wst;ż4: R=a: S'S". 

Za pomocą tey proporcyi wynaydziemy lini 
ią S'S", maiąc dany bok BC i kąt przeciwny 
BAC. 

Poprowadziwszy znowu przez punkt 

S" liniią równoodległą od E'E', i przedłuży 
[ea] 
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wszy ią aż do przecięcia się z promieniem S'E' 
w punkcie H, będzie $'S" :S'H-=3R: dosS'S"H : 
a ponieważ S'H=E'E =E'E+EE'=AC+BA 
=b+c , kąt zaś S'S'H=ASQO'==;(B-C); więc 
będziemy mieli proporeyą 

(55) S'S": b+c=R: dosz(B-C). 

Za pomocą proporcyi (55) wynaydziemy li- 
niią S'S", gdy będzie dana summa dwóch 
boków AC, AB, tudzież różnica dwóch ką- 
tów ABC, ACB, przeciwnych tym bokom. 

Z proporcyi (54) wypada wst*;44: R* 
=a*:8'8'*%: aże  wstż34: R*a=(p-b)(p-c):be 
(równ. 5); więc 

(p-b)(p-c): be=a° : S'S"2. 

Liniie s§,sS', sS", i liniie S'S”, 8:85:88, 
wyrażają się także dosyć prostym sposo- 
bem przez z i a, B, y, lub przez zi r, 6, 
0; g. Itak, ponieważ w kole opisanćm na 
tróykącie ABC, cięciwa BZ iest średnią geo- 
metrycznie proporcyonalną między średnicą 


tegoż koła i iey odcinkiem A'Z, będzie BZ*= 


„ 
4 
7 
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20ZxA'Z: lecz okazało się powyżey, że BZ 

=2sS, a 24'7=2(2-0)=p r; więc 
88*=8:(z-0)=4z/9 r), 

(56) s5'*=8z(z B)=tz/g -r), 
sS"*=8z(z-y)=4z9 rr. 

Niech Y będzie drugi punkt w którym 
liniia prosta S"S' przecina się z okręgiem ko- 
ła opisanego na tróykącie ABC. Ponieważ 
kąt ZAY iest prosty, liniia prosta ZY będzie 
średnicą koła ABC, to iest: punkt Y będzie 
na przedłużenia promienia ZO. Jeżeli za- 
tóm poprowadzimy cięciwę BY, kąt ABY 
będzie równy kątowi AZY który się równa | 
kątowi ASO' to iest kątowi (8-0); a nastę- 
pnie kątS BY=S BA+ABY=go'-;8+3(8-C) 
=go'-53C: aże także kąt YS'B =YAS-S'SA 
=VAS-BCS'=go0'-;C; więckątS' BY=VYS'B, 
a dlatego BY =S Y. Ponieważ znowu dwie 
liniie proste S'S', E E', przecięte są od liniy 
równoległych E'S”, A'Y i E'S, będzie S"Y: 
XYS=E'A :AE'; a iako E"'A'=A'E', tak téż 
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S"Y=Y9. Będzie zatém BY=šS'S". U- 
ważaiąc teraz,żeBY*=YZxYA'=YZ(YO+0A') 
=2z(z+%), i biorąc prócz tego na uwagę ró- 
wnania (27"), otrzymamy 
S'S=8z(z+u)=4z(p-+$"), 
(57) S'S*=8z(:+B)=tz(' +0), 
SS *=8z(z+y)=4:(9+0'). 
Gdy ieden z kątów tróykąta ABC będzie roz- 
warty, natenczas tę z pomiędzy prostopa- 
dłych a, B, y, która iest spuszczona do bo- 
ku przeciwnego kątowi rozwartemu, należy 
w równaniach (56)i(57) wziąć ze znakiem 
przeciwnym. 
Z równan (56) i (57) wypada 
sS?+8'8'37=zsS'748'S'*=2s8S'7488'%— 1622, 
co téż można było wnieść prosto z figury , 
uważaiąc, iż w tróykącie prostokątnym ZBY, 
BZ*+BY?=VYZ*. 
Będzie także 
R:wstj4=4z:sS, R:dosy4=4z:$'98'. 
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Obaczmy ieszcże iak się wyrażaią odle- 
głości środków s, S, S’ iS" od wierzchoł- 
ków tróykąta ABC, za pomocą boków tegoż 
tróykąta. 

AD:Ad=AS:As, 

AD: Ad=AsxA$ : As? 

AD: Ad=ACxAB : As%; 
będzie ij 


p-b i 
As= „Si RJ Bs*= RA; Cs” ob 
P P P 
Znaydziemy podobnież 
P 
AS= LEE BS*= P a , CS”= ab. 
p-a p-b p-e 


Ponieważ znowu kat BS's iest równy 
kątowi BAs, iako kąty będące w tym samym 
odcinku koła mogącego się opisać na czwo- 
rokącie AS'Bs, i podobnież kąt BCs=BSs, 
będzie tróykąt ABS podobny tróykątowi 
S'LC,a dla tego BS:BC=AB:BS'. Ztey 
proporeyi wypada 

BSxBS'"=BCxAB: 
aże w dwóch tróykątach podobnychS'BE"iSBE 


http://rcin.org.pl 


5a Ed 


—— 


BE':BE=BS":BS, 
BE':BE=BSxBS':BS*; 
więc BE"; BE=BCxAB : BS*, 


Wyprowadzone dopiero wyrażenie kwadra- 
tu linii BS otrzymalibyśmy także, podnosząc 
do kwadratu wszystkie wyrazy proporcyi 
wsiBSD: R=BD: BS, to iest 
wstą8 : R=p-c:B3, 
i uważając, iż na mocy twierdzenia (5) 
wsib: R*=( p-aXp-c) : ac. 
Z wyrażeń poprzedzaiących wypada 
As* Ba” Ca? 


AS*, 89. .08 
———-=ZI, 


be ac ab 
21. Będziemy teraz szukali wyrażeń na li- 
niie Os, OS, OS' i OS". 
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W tróykącie OsZ spuściwszy z wierz- 
chołka s do boku OZ prostopadłą sP, będzię 
Os”*=07*+7s*—20ŹXZP 
=07%+Zs*- 2 OZ(A'Z+se) , 
a ponieważ 
Zs*=BZisz20ZxA'Z, 


więc 

Os*=0Z*-20Zxse, 
czyli 
(5 8) Os?°=z(z-2r). 


To iest: odległość środka koła wpisanego w 
tróykąt, od środka koła opisanego na tymże 
tróykącie, iest średnią geometrycznie propor- 
cyonalną między promieniem koła opisanego , 
i między różnicą tegoż promienia od średni- 
cy koła wpisanego w tróykat. 

Jeżeli podobnież z punktu S do boku OZ prze- 
dłużonego spuścimy prostopadłą SG, będzie 

OS*=07*+78*+207xGZ: 

aże ZS?*==BZ*=2CZ*XA 'Z, GZ=S$E-A'Z; 


więc 
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0S*=0Z7*+20ZxA'Z+20Z(SE-A'Z) 
=07%+20ZxSE, 
czyli : 
(59) OS’=z(z+20); OS”*=z(z+20'), 
OS”=z(z+29 ). 

To iest: odległość środka koła opisanego na 
tróykącie, od środka koła przypisanego do tegoż 
tróykąta, iest średnią geometrycznie propor- 
cyonalną między promieniem koła opisane- 
go, i między sammą złożoną ztegoż promie- 
nia i zśrednicy koła przypisanego. 

Położywszy w równaniach (58) i (59) 
zamiast promieni r, Q, 0» p iz, wartości 
tych liniy wzięte z równań (17) i (1 8), czyli 

abc A A A AT A 

EAT Gi mj "pb. g maż 
otrzymamy 


air abe 
16 Aż" 2( a(p-a) j 
_ (abe) abc 
n ee > 
164? 20 P+) 


(40) OS*=— 


0S'*= 
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A POLE + m mn 
1 647 (p- c) 
gdzie A*= plp-a)(p-b)(p-c). 


Dodaiąc zaś też same równania (58) i (59), 


OS"*= 


7 


i maiąc na uwadze równanie (25), wypada 
Os*+0$*+08'+08'3=122* 

22. Można także łatwo, iak to uważa 
Lhuilier, wyznaczyć tróykąt ABC, maiąc 
dane promienie trzech kół przypisanych do 
tegoż tróykąta. Jakoż w tróykątach podo- 
bnych SBD, BS'E'(Fig. 1.),SD:BE'=BD:S'E'; 
zkąd wypada SDx$'E'=BE'xBD, to iest 

gp =p(p-o). 
Dla tey samey przyczyny będzie 
ge =pl(p-B), 4 9'=PlP-a). 
Wyciągaiąc ztych równań wartość na 5 SFN 
uważaiąc, że gdy iest ilekolwiek stosunkòw 
równych, summa poprzedników tak się ma 
do summy następników, iak którykolwiek 


poprzednik do swoiego następnika, otrzyma- 


my. 
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Dy woki b AS 
00 + gg" ME ee gw ETA 
P 1 


"0-000 p’ 


a następnie 


p=v (9:00 +90), 


AA PACKI 
V (ge rgo" g g"? 
AAAA 
Ri ge) 
1 


TAE Da - 
v(g9 00'+99) 


Jeżeli teraz obie strony równania 
ge =p(p-a) rozmnożymy przez 0, i będzie- 
my uważali, iż na mocy proporcyi sd:SD 
= Ad: AD, iloczyn g p-a)=pr; wypadnie 

P'r=qęt- 
Kładąc w tém równaniu zamiast p wartość 


powyżey znalezioną, otrzymamy między pro- 
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mieniami r, g,g'i p" związek następuiący: 
00 LEO mia l 0.02 
czyli 
AE 
Bree 


Dzieląc zaś obie strony tego samego równa- 


ra 


nia przez p,i uważaiąc, że pr=4, zmay- 
dziemy 
PASTAA i A R NA 
Wep +00 +90) 

Gdybyśmy obie strony równania p*r=gp'g" 
rozmnożyli przez r, a potóm wyciągnęli pier- 
wiastek, znaleźlibyśmy ` . 
(41) A=V (rege). 

To iest: powierzchnia tróykąta równa się 
pierwiastkowi kwadratowemu zileczynu czté= 
rech czynników, z których ieden iest pro- 
mieniem koła w tróykąt wpisanego; a trzy 
pozostałe są promieniami kół przypisanych 
do tegoż tróykąta. A 

Ponieważ znowu styż/: R=p:p, bęe 
dzie 
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styzf sty;B | stygC R 


NEDIIEZCETU 
Znaydziemy także łatwo wstawy kątów, u= 
wst4 24A 
P s u 0łego wypływa 
wstA 2g (gg teg" +99) 
BE egg) 


Szukaiąc nakoniec promienia koła na 


ważaiąc, iż 


tróykącie opisanego, otrzymamy równanie 
— (Goetel) 
lg +9 +99) 
Za pomocą wyrażeń poprzedzaiących, i 
tych- które się w powyższych artykułach po- 
dały, znaydziemy bez trudności liniie S'S", 


Ss, i t. d., maiąc dane g,ę'ig'; mianowicie 


zas. 
HTU Tere Nero" 
S'S =(Ẹ'+ẹ ) 
ay N euT 
25. Składaiąc proporcyą 
(55) sS : b-c=R: wsti(B-C) 


aproporcyą (52), albo, co na te samo wy= 


http://rcin.org.pl 


| 5ą 


pada, z następuiącą : 
a:s$=wst;(B+0): R, 

otrzymuiemy proporcyą 
(42)  a:b-o=wstx(B+O): wst5(B- O. 
To iest: w każdym tróykącie bok którykol- 
wiek tak się ma do różnicy dwóch innych 
boków, iak wstawa połowy summy kątów 
tym dwom bokom przeciwnych; do wstawy 
połowy ich różnicy. 

Składaiąc znowu proporcyą 


(55) S'S": b+c=R: dos B-C) 
z proporcyą 

(34) a : $'S'=dos;(B4C): R, 
wypada | 


(45) a : b+c=dos;(B+C):dos:(B-O). 

To jest: w każdym tróykącie bok którykol-- 

wiek tak się ma do summy dwóch boków pov 

zostałych , iak dostawa połowy summy kątów 

tym dwom bokom przeciwnych, do dostawy 

połowy różnicy tychże samych dwóch kątów. 
Jeżeli teraz wyrazy- odpowiadaiące pro- 
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porcyy (42) i (45) raz podzielimy, drugi raz 
rozmnożymy przez siebie, otrzymamy pro- 
porcye 
(44)  b+c:b-o=sty;(B+0):sty:(B-C), 
(45) a°: b*-c*zewst.ź: wst(3-0). 
Wreszcie proporcyą (44) możnaby ieszcze z 
figury 1. wyprowadzić takim sposobem. 
Spuśćmy z punktu Z do linii AD prostopadłą 
ZW. W tróykątach prostokątnych AZV, 
sSK, będzie | 
2AV: 2VZ=styAZV:R, 
SK:Ks=R': stysSK: 

aże SK=SE+-es=SD+sd— 2 VZ, gdyż SSs=278; 
więc 2AV:Ks=styAZV : stysSK. 
Ponieważ znowu AV=Ad+dV—=Ad+;Dd 
=E'B+BA'=E'A'=3E"E =;(b4c) ,  Ks=b-c, 
AZV=go'-314—3(B+0) , sSK=3(B-C); prze- 
to proporcya powyższa zamieni się na pro- 
porcyą (44). 

Wszystkie trzy proporcye (4 2), (45) i 
(44) dowodzą się prościey przez wykróślenie 


http://rcin.org.pl 


| 6: 


następujące. Niech będzie (Fig. 4.) tróykąt 
ABC , w którym AC>AB. Z punktu A na 
boku AC i na iego przedłużeniu odetniey- 
„my dwie liniie AH, AK, zktórychby każda 
była równa bokowi AB, i poprowadźmy li- 
niie BH, KB, a do linii KB przedłużoney 
spuśćmy prostopadłą CL. Kąt zewnętrzny 
BAK=ABC + ACB=ABH+AHB=2ABH; 
więc kąt ABH=z3(ABC+ACB)=;(B+(), atém 
samém pozostały kąt HB C=z(B-C). Ponieważ 
znowu kąt HBK iest prosty iako w półkola, 
będzie liniia prosta CL równoodległa od li- 
nii HB, adla tego kąt LCK=BHK= ABH 
=1(B+C), kąt zaś LCB=HB C=:(B-C), nad- 
to CK: CH=KL:BL, to iest 
AC+AB: AC-AB=KL: BL, 
gdyż CK=AC+AK=AC+AB, a CH 
=AC-AH=AC-ĄAB. W Rh prosto- 
katnych KLC, BLC, 
KL : CL=styLCK : R, 
CL:BL=R:sty LCB; 
TOM XII [£] 
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'zkąd wypada 
KL: BL=styLCK : styLCB, 

to iest. KL: BL=sty:(8+0) :sty:(B-0). 
Proporcya zatćm powyższa zamieni się w na- 
stępuiącą : 
` (44) AC+ AB: AC-AB=sty;(2+0): sty;(B-O). 
ere. BC: OK=wstK :wstCBK, 
aże0CK=AC+ AB,wstk=dosKHB=dos;(B+0), 
a wstCBK==wst(BL=dosLCB=dos:(B-C) , 
więc BC: AC+AB=dos;(B+0): dos;(B-C). 
5cie. BC :CH=wsiBHC : wstHBC, 
że zaś CH=AC-AB, BHC=180-3(B+Cj, 
HBC=: B-C), więc 

BC: AC-AB=wst;(B+C) ; wst;(B-O). 

Podobnymże sposobem można dowieśdź 
proporeyi (45). Jakoż niech będzie tróykąt 
ABC (Fig. 5.), wktórym AB<AC. Z pun= 
ktu A iako ze środka promieniem AB nakrćśl-- 
my koło, którego okrąg przetnie się z bo- 
kiem BC lub iego przedłużeni«m w punk- ` 
cie b, zbokiem AC w punkcie EI, z przedłu- 
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Żeniem zaś boku AC w punkcie K. Z pun< 
któw B i b spuśćmy do boku ĄC prostopa+ 
dłe BQ, bq, i poprowadźmy Ab. Ponieważ 
liniie BQ, bq, są wstawami kątów BAC, 
bAC, wkole zpromienia AB, będzię 
BQ : bqwst BAC : wst bĄC; że zaś BQ : bq 
=BC : bC=BC* : BCxbC, więc BCQ*: BCxbC 
=wstBAC : wstbAC.  Uważaiąc teraz, żę 
BCxbC=CKxCH=(AC+AB)(AC-AB), a 
kąt bAC, iako będący różnicą między kątem 
zewnętrznym przy punkcie b, a kątem ACb, 
iest =ABC-ACb; proporcya poprzedzająca za» 
mieni się na 
BC*: AC*-AB*=wst.4; wst(B-Cy. 

Stosuiąc twierdzenie wyrażone przez pros 
porcyą (44) do tróykąta BCK (Fig. -4.), bę- 
dzie 
CK+BC:CK-BC=dot;BCK : stys(CBK-BKO) 
a ponieważ r 
CK=AC+AB, CBK-BKC=CBK-ABK=ABC; 
więc 


[f2] 
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ACHAB+BC:AC+ AB-BC=dotBCA:styżABC. 
Jestto tenże sam związek, który wyraża pro- 
porcya (7). Wzaiemnie także, skoro się 
pierwey dowiodło związku (7 ) bez pomocy 
twierdzenia (44), można łatwo od tegoż 
związku przeyść do twierdzenia (44). Jakoż 
w tróykącie ABC, na boku BC i przy punk- 
cie B żróbmy kąt równy katowi ACB, i dru- 
gie ramię tak zrobionego kąta przedłużmy aż 
do przecięcia się z bokiem AC w punkcie G. 
Stosuiąc proporcyą poprzedzaiącą do tróyka- 
ta AĄBG, będzie 
AG+GB+AB:AG+GB-AB=dot;A :styzABG, 
aże AG+GB=AG+GC=AC, a kąt ABG 
=ABC-CBG=ABC-ACB, przeto proporcya 
dopiero wyrażona zamieni się na proporcyą 
(44). 

Gdybyśmy znowu twierdzenie wyrażo- 
ne przez proporcyą (44) przystosowali do 
tróykąta “BCH; otrzymalibyśmy `proporcyą 
a+b-c :a-(b-c)=dotzC : doi3B, która wyraża 
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ten.sam związek co równania (10). Art 

Tu się może ieszcze przytoczyć uwaga 
zrobiona przez //'allace, że gdy będzie dany 
do rozwiazania tróykąt prostokrćślny ABC, 
w którym będą wiadome dwa boki b, c, i kąt 
między niemi zawarty Æ, nalenczas wyna- 
lazłszy naprzód katy B i Č przez proporcyą 
(44), zamiast potóm szukać boku trzeciego a 
przez pierwszą lub drugą z dwóch propor- 
cyY: , i 
(15) wstB:wst4=b:a, wstC; wstł=c:a, 
można tenże bok wynaleźć przez proporcyą 
(12) lub (45). Dla sprawdzenia zaś szuka- 
ney wartości, należy raczey użyć obu pro- 
porcyy (42)i (45) iedney po drugiey, niż 
powtarzać działania na iedney. Używaiąc 
proporcyy (15), potrzeba tablice logarytmów 
roztwierać cztćry razy; roztwieramy ie zaś 
tylko trzy razy , używaiąc proporcyi (4 2) lub 
(43). 


24. Proporcye poprzedzające wraz z nó- 
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wnaniami (4), (5) i(6), mogą się także wy= 
ciągnąć z proporcyy (15), za pomocą wzo- 
rów, przez które się sammy i różnice wstaw 
i dostaw przerabiaią na iloczyny tych liniy. 
Przerobienia przez które się tym sposobem 
wyprówadza proporcya (44), są powszechnie 
wiadome; podamy więc tutay wyprowadzenie 
teszty tylko proporcyy, iako mniey znane. 
A naprzód rozumie się, że proporcye (15) 
należy w tym razie wyprowadzić sposobem 
różnym od podanego wyżey (art, 10.. Na 
ten koniec dosyć będzie naprzykład uważać , 
aż wedłag proporcyi (51), wst.4; R=a: 2z; 
wstB : R=b:2z, i wst: R=c:2z; zkąd wy- 
pada | 


(15) a Br w 


==<— me Z mmm 


Z równań (15) wypływa bezpośrednio 
da Go_ wee _ wst(B+0) 
b-c wstB-wst€  wstB-wsiC 
a 2wstz(B+ C)dosi(B+C), 


awsti( B- € )dos;(B4C)” 
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to iest; 
a  wst;(B+C) 


b-c wst;(8-C) 
a wst4 wst(B+Cy 


ore -  =a—— 
be  wstB+wsiĆ wstB+wstC 
- 2wst;/B+C )dos;(B +C) 
F 2wst;(B+C/dosi(B-C)” 
to iest: 


a dos;(B+C) 
bre  dosi(B-C) 

Podobneż przerobienia prowadzą do ró- 
wnan (4) i (5):albo, postępuiąc tak iak ro- 
bi Cauchy (Analyse algóbr. p. 456.), ` za- 
mieńmy w równaniu (25), z, s iw na żu, 
10 i zw, a potćm połóżmy 
(w) u+v+w=180'; 


wypadnie ztąd od razu 
4 . 
) — doszudoszydoszw=wst u +wst v wst w. 
R2 EJ 2 


Ponieważ zaś równanie (œ) nie psuie się, gdy 
w nićm zamiast dwóch kiórychkolwiek kątów 
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weźmiemy ich spełnienia do 180°, a odmienimy 
znak kąta trzeciego; więc zrobiwszy: to samo 
w równaniu (B), wypadną ztąd trzy inne równa- 
nia, wktórych, tak iako i w równaniu (8) 
zamieniwszy u, vi w na 4, BiC, otrzy- 


mamy 


4 
padoszddosżBdoszĆ =wst4+wsiB+wsiC , 


4 
zd AwstyB wstąB==wstB+wstC - wst.4, 
(y) 


gpn ddoszB wstiC=wstd+wstC - wstB, 


4 
pa staAwstąBdos; C=wst4+wstB-wstQ. 


Mnożąc teraz równania (y), pierwsze 
przez drugie , a trzecie przez czwarte, wy- 
padaią wzory 
dos*:4 _ (wst4+wstB+wstO)(wst B+wstC-wst.f) 

AET ARE EEA E 


-z= 


"ze 4wstBwstC 
wst*14  (wsł4+wst stC-wstB )(wst/4+wstB-wstC) 
R: w siBwsiC 
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które na mocy proporcyy (15) zamieniaią się 
od razu na 


dos*34 _ (a+b+c)(b+c-a) 


W 4be y 
wst?id ta+c-b)(a+b-c) 
"ZR 4bc 3 


zkąd wypływa 
sty” 3,44  (a+c-b)(a+b-e) 
W rę (a+b+o)(bo- a) 

PDzieląc znowu równania (y), pierwsze 
naprzykład przez czwarte, a trzecie przez 
drugie, i maiąc wzgląd na proporcye (15), 
otrzymamy 


doti  a+b+c styż4  a+c-b 


Å- m A 


— 
= 


styżB | a+b-o styiB  b+c-a 
25. Podzielmy kat BAC (Fig. 4.) na dwie 
części równe liniią prostą, którą przedłużmy 
aż do przecięcia się z bokiem przeciwnym 
tróykąta BAC w punkcie M. Liniia AM iest 
równoodległa od linii BK, a dla tego będzie 
CK:CA=KB:AM; zkąd wypada KBxCĄ 
=CKxAM. 
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Lecz ieżeli w tróykącie równoramiennym 
BAK spuścimy z wierzchołka A liniią pro~ 
stopadia do podstawy BK, będzie R: dosABK 
=ĄB:;KB, a tém samém 
io i :2dosABK=ABXxCA :KBxCA; 
więc 
R: adosABK=ABxCA : CKxAM , 
to iest: 
(46) | R:2dosżef=bc:(b+c)x , 
kładąc dla skrócenia AM=x. 
Z proporcyi (46) wypływa 
2bedosz4  2bce 4bewstiA 
="Rb+c) bro  Róre) 
gdyż dosd _ ią 2wst?;4 i 
R R* 
bc==i(b+c)*-;(b-c)?, więc będzie ieszcze 
R '(b-0)°+8bewst 4 
aR(i+c) i 


Ztąd się okazuie, że x<i(b+c), to iest: liniia 


r 


a ponieważ 


æ=;(b+c) — 
dzielące kąt tróykąta na dwie części równe, 


a zakończona ziedney strony na wierzchoł- 


i 
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ku kąta, z drugiey zaś na boku przeciwnym - 
temuż katowi, iest zawsze mnieysza od po- 
łowy summy dwóch boków tróykąta kąt po= 
dzielony zawieraiących. Równanie poprze- 
dzaiące daie nadto wartość różnicy :(b+c)-x, 
gdy będą dane dwa boki bic i kąt między 
niemi zawarty. Jnne wyrażenie różnicy 
3(b+c)-x, do którego prócz boków b, c i ką- 
ta 4, wchodzi ieszcze bok a i kąt AMB, po~ 
daię Delambre w dziele: Histoire de P Astro- 
nomie du moyen dge, str. 461. 

Ze x<3(b+c), można łatwo i na figurze 
okazać. Jakoż niech będzie tróykąt ABCG 
(Fig. 5.), w którym bok AC>AB, i niech 
liniia AM dzieli kat BAC na dwie połowy. 
Przez punkt M poprowadźmy do linii AM 
prostopadłą, którą przedłużmy aż do prze- 
cięcia się zbokami AB, AC, w punktach 
E i F, a przez punkt F poprowadźmy liniią 
równoodległą od boku AB, i przedłużmy ią 


aż do przecięcia się zbokiem BC w punkcie 
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G. W dwóch tróykatach BEM, GFM, bok 
EM=MF, kąty przy punkcie M są równe 
i kąt BEM=MFG; dla czego tróykat BEM 
przystanie do tróykata GFM, a w szczegol- 
ności bok BE=FG. Ponieważ znowu 
FC:FG=AC: AB, i założyło się że AC>AB, 
będzie tćż FC>FG, a tém samém FC>BE: 
lecz AM<AE i AM<XAF, ‘a następnie 
2AM<AE+AF; więc tym bardziey 2AM<AB 
-BE+AF+FC, to iest: 2AM<AB+AC, 
AM<;(AB+AC), co było do dowodzenia. 

Na figurze 5. przypuściło się, że boki 
AB,AC, sa nie równe. Gdyby boki AB, 
AC, były równe, natenczas liniia AM była- 
by prostopadła do podstawy BC, a dla tego 
liniia AM byłaby mnieysza od każdego w 
szczególności z dwóch boków AB, AC, a na- 
stępnie byłaby także mnieysza od połowy ich 
summy. 

Liniia spuszczona z punktu A (Fig. 4. ) 
prostopadle do BK. dzieli kąt zewnętrzny BAK 
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na dwie połowy. Przedłużywszy wspomnio- 
ną dopiero liniia aż do przecięcia się z bo- 
kiem CB przedłużonym w punkcie N, tróy- 
kąty CAN, CHB, będa podobne, a dla tego 
będzie CH:CA=Bll: AN; zkad wypada 
BHxCA=CHxAN. Ponieważ zaś R: wstę4 
=AB:3BH, a tem samém 78: 2wst24 
:=ABXCA : BHxCA ; więc R: 2wstz4= 
ABxCA : CHxAN, to iest 

R: awsti+4—bc : (b-cjy, 

gdzie y=AN. Złożywszy proporcyą dopie- 
ro wyrażoną z proporcyą  4wst'z4: R* 
=a*-(b-e)? : be (równ. 5.), wypadnie 

awst A : R=a*-(b-c)*: (b-cjy. 
Jeżeli podobnież złożymy proporcyą (46) z 
proporcyą 4dos*34/: R*=(bęc) -i : be (równ. 
4.), otrzymamy - 

2dosz4 : R=(b+c)*-a*: (btc)x. 
Można ieszcze uważać, że BM: CM=BN:CN; 
w :y=sty;(B-C): R; aieżeli oznaczymy przez 
M, M', M", te punkta, w których liniie As; 
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Bs, Cs(Fig. 1.) przedłużone, przecinają się 
z bokami BC , CA, AB,będzie Ms: As=a:b+c; 
zkąd wypada As: AM=b+c: 2p=AZ:AS, 
As Bs Cs 
— +— +— 2 
AM BM CM 
26. Prawdy i uwagi dotąd wyłożone mo% 


głyby się przystósować do rozwiązania rów 
żnych zagadnień, nad któremi atoli granice 
ninieyszemu pismu zakrćślone nie pozwalaią 
nam się teraz zastanawiać. Zakończymy prze- 
to osnowę rzeczy krótką wiadomością histo- 
ryczną o niektórych prawdach wyżey poda- 
nych. A naprzód wspomnieć należy, żę 
prawdy i dowodzenia poprzedzaiące były po 
większey części przedmiotem rozprawy czy- 
taney na posiedzeniu Towarzystwa Nauko= 
wego dnia 15. Maia 1825. r., którąm teraz 
na nowo przeyrzał i kilku uwagami pomno- 
żył. Dowodzenie twierdzenia (6), wypro- 
wadzone z takiego iak na figurze 1. rysunku 


znayduie się w Trygonometryi płąskicy Ro- 
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berta Simsona, którey przekład z ięzyka en= 
gielskiego na polski iest umieszczony przy 
Początkach Geometryi Euklidesa przez Cze- 
cha, wydania drugiego. Czytaiąc wspomnio- 
ną dopiero Trygonometryą, uważałem, że 
z tego samego rysunku, z którego Robert Sims 
son twierdzenie (6) wyciaga, wyprowadzaią 
się oraz i dwa twierdzenia (4) i (5). Po- 
- strzeżenie to, dla znaiących zkąd inąd wzo= 
ry (4)i (5) iest tak łatwe, iż mi ztąd wno- 
sić wypadało, że iuż od dawna było zrobione. 
Jakoż w dziele: Elómens d'analyse góomćtri= 
que et d'analyse algébrique , appliquées a la 
recherche des lieux géométriques , par Simon 
Lhuilier, a Paris et a Genćve, 4°, 1809., 
znalazłem dowodzenie syntetyczne wszystkich 
trzech twierdzeń (4), (5) i (6). To samo do 
wodzenie umieścił roku następnego w dziele 
swoić m J.-G. Garnier, przytaczaiąc dzieło 
Lhuiliera dopiero wspomnione. Pomimo te» 


go, dowody syntetyczne twierdzeń (4) i (5) 
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są zapewne mało znane, kiedy nawet ieden 
z uczonych Autorów naszych, w dziele swo- 
ićm 1821.r. napisał, że obie proporcye (4) 
i (5) przez algiebrę tylko mogą bydź wypro- 
wadzone. Sądziłem więc, że podać tutay 
syntetyczne dowody wszystkich trzech twier- 
dzen (4), (5) i(6), nie będzie od rzeczy ; 
wyłożyłem ie zas prawie zupełnie tak, iak 
są w dziele powyżey przytoczonem Lhuiliera- 
podane. Od iak dawnego czasu twierdzenia (4) 
(5)i (6),albo przynaymniey ich dowody synte- 
tyczne są znane, nie wiem. Regiomontanus 
(a) w dziele De Triangulis planis et sphaericis 
libri V. (edyc. Bazyleyskar. 1541.), które iest 
iakoby skarbcem podań i zagadnień trygono- 
metrycznych , częścią iego własnych, częścią 
za iego czasu wiadomych, nie podaie ieszcze 


(ieżeli sobie dobrze przypominam ) żadnega 


(a) Jan Müller od miasta Kónigsberg w dawney Franko- 
, nii, w któróm się urodził, Regiomontanem nazwany, 
żył od r. 1436. do r. 1476. 
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$ pomiędzy trzech twierdzeń o których mówi- 
my. lecz Willebrord Snellius w trygonometryi 
swoicy twierdzenie(6) wyraźnie podaie, przy- 
kładem obiaśnia, a względem dowodzenia tak 
pisze ; ” Demonstratio derivatur ex cireulo in 
triangulum inscripto et areae triangularis in- 
ventione ; puto sufficere si taptum id digito in- 
dicem, ne nimia varietate et perie: gia molestus 
sim” (b). W tém samém dziele, pomiędzy pro~ 
porcyami na rozwiązanie tròykąta prostokr*śl- 
nego, gdy są dane trzy boki, podaje także Szel- 
lius następuiącą. ” Ut duplum vectangulum cru- 
xum; ad excessum quadrati basis supra quadra- 
tu differentia; crure 0h 45 sinus totusań sinum 
versum anguli ab illiscompren=<«:», Proporeya 
ta iakoiestbezpośrednim wnioskiem twierd „enia 
dos.4: R=b*+c"-a?: 2bc,które przypisuią Frans 
ciszkowi Viète (c), tak znowu krok tylko zro« 


[s] 


(b) Willebrordi Snellii Doctrine triangulorum canonice 


libri quatuor etc. , Lugduni Batavorum 1627. str. 77-78. 
(c) Ob. Dzieło Delambra powyżey pizytoczone. Śnellius 
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biwszy, przychodzimy u tey^emroporcyi. dg 
twierdzenia (5). Twierdzenie (6) iest tiie 
łatwym wni: -kiem dwóch twierezeń (7)i(10). 
Z resztą nalczjy vważać, że wzory (á) (5) i 
(€) mało zapewne cbchodziły tych autorów, 
Liorzy przed wynalezieniem logarytmów o 
trygonometry pisali. 
Dowodzenie syntetyczne 
(15), wyprowadzone z takiego iak na figurze 
i. rysunku, winniśmy matematykom Jorda- 
aowi} i Vacialei (d), iak o tém świadczy Piotr 


10, w Ieieles Schoki um Mathematicarura 


twierdzenią 


libri unus et triginta, a Lazaro Scnonero re- 
cognili et aucti; F-ancofurti ad Moenum 
TÜLI siou. 513, gdzie oraz cały dowód 

damą 1 Tart lei przytacza  Montucia tóż 
wHis ry” Matematyki (Tom IL edyc. pier- pe 


wszey na stron, 462.) podaiąc wiadomość o 


mn i m 
także , wykładaiąc twierdzenie o którćm mówimy , tak 


pisze: proposuit Vieta , nos ita demonstranus. 
(d) Jordanus Nemorarius żył na początku wi *u13 a we- e. 
aług innych około r. 1032. Mikołay Tartalea (Tartaglia) 
umarł r. 1557 a we lług inych r. 1560. 


